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Complétude des Métriques Lorentziennes
de T” et Difféomorphismes du Cercle

Yves Carriére et Luc Rozoy

Abstract. Let F and G the foliations by the null geodesics of some lorentzian metric
g on the torus T2. We analyse how geodesic completeness properties of g are related
to the dynamics of F and G.

0. Introduction

L’étude de la complétude des géodésiques d’une variété lorentzienne
compacte a fait 'objet de quelques articles récents [GL],[K],[L1-2] et
[RS1-2]. Dans [RS1], Romero et Sanchez donnent différents exemples de
métriques lorentziennes incomplétes sur le tore T2. Ils conjecturent que
la complétude des géodésiques de lumiére (i.e. la nulcomplétude) d’une
variété lorentzienne compacte entraine sa complétude. Cette conjecture
est vraie dans le cas d’une variété lorentzienne localement symétrique
[L1]. Nous nous intéressons ici & cette question sur T2 et nous retrouvons
au passage une fagon de décrire topologiquement les exemples donnés
dans [RS1] (cf. 2-1). Quitte & se placer dans un revétement & deux
feuillets, les géodésiques de lumiere d’une métrique lorentzienne g (qui
sera toujours supposée 02) de T2 forment deux feuilletages transverses,
les feuilletages de lumiére, que nous noterons toujours F et G.

Dans le cas particulier ou G est formé de cercles, le feuilletage F est
obtenu par suspension d’un difféomorphisme du cercle ¢ (de classe C2).
Notre résultat essentiel est que, dans ce cas particulier, g est nulcomplete
si et seulement si ¢ est CO-conjugué & une rotation (théoreme 2-1) et
g est compléte si la conjugaison est C1 (théoréme 3-2). Un théoreme
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remarquable d’Herman [H] assure que pour presque tout nombre de
rotation de ¢ la CO-conjugaison est en fait de classe C'. On obtient
ainsi que, dans le cas particulier ol G est formé de cercles, la conjecture
de Romero et Sdnchez est “génériquement vraie” au sens de la théorie de
la mesure. Cependant, il nous semble qu'une métrique g correspondant
a un exemple d’Arnold (cf. [H] et [MS]) de difféomorphisme ¢ qui est
CY mais non C1-conjugué (ni méme absolument continfiment conjugué)
& une rotation pourrait étre un bon candidat pour un contre-exemple &
cette conjecture.

Dans le cas général, nous montrons que si g est nulcompléte, alors
F et G sont CY-linéarisables et qu’on a une réciproque partielle en rem-
plagant C° par Cl-linéarisables (2-2). Si F et G sont C?-linéarisables,
alors g est compléte. Par [C] ou [FGH], c’est le cas si g est (globalement)
conformément plate (théoréme 3-1 déja démontré dans [RS2]).

1. Généralités
On se réferera pour tout ce § au livre de O’Neill [O].

1.1 Equations des géodésiques

Soit (M, g) une variété lorentzienne de dimension 2 qui sera toujours
supposée de classe au moins C?. Ecrivons ¢ = udz? + vdedy + wdy?
dans des coordonnées locales (z,y). Une géodésique de g est une courbe
paramétrée o(t) = (z(t),y(t)) rendant critique 'intégrale d’“énergie”
[ g(d’)dt ot ¢’ = do/dt. Cette condition est satisfaite en demandant
que

L =g(o") = u(z, y)z” + vi@, )7y + wiz,y)y”

vérifie les équations d’Euler-Lagrange:
oL d OL oL d oL
ST et ————22 =0
Ox  dtor’ oy dtoy
Un paramétre t résultant de ces équations est dit affine et si I =
la,b] (a < b), lintervalle de paramétrisation de o, est maximal, on
dit que o est une géodésique mazimale. Si I =] — 0o, +00[, on dit que
o est compléte. La métrique g est (géodésiquement) compléte si toute

(EL)
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géodésique maximale est complete. Tout au long de o, on a g(o') =
c = Cte; si ¢ = 0, on dit que o est une géodésique de lumiére (ou nulle
ou isotrope). La métrique g est dite nulcompléte si toute géodésique
maximale de lumiére est compleéte.

1.2 Relation avec une métrique riemannienne auxiliaire gr
Soit (M, g) une variété lorentzienne et o une géodésique maximale.
On notera s un parametre de o donné par la longueur d’arc au sens
d’une métrique riemannienne auxiliaire gp sur M et Ig I'intervalle de
paramétrisation correspondant. On continuera cependant de noter ¢’ =
do/dt la dérivée de o par rapport & un parameétre affine t.

Proposition. Si M est compacte alors:

(i) 1g =] — o0, +o0l.

(i) Sigr(o’) est borné, alors o est compléte.

Démonstration. v

(i) Soit SgM le fibré unitaire tangent de (M, ggr). Les géodésiques maxi-
males de g se relévent dans la variété compacte Sg M pour donner un
feuillétage de dimension 1 dont les feuilles pour la métrique relevée
de gr se parameétrent par longueur d’arc de —oo & +o0o0. Méme chose
en reprojetant sur M.

(i) L’intervalle (maximal) de paramétrisation affine de o étant toujours
noté I =a, b et tg € I étant la valeur du parameétre affine correspon-

dant 4 s =0, 0n a

b—t _/JrooL
o gr(@)7

donc si gr(o') est borné, b = +0o. De méme, a = —co. O

1.3 Classe conforme d’une métrique lorentzienne de T2

Les directions de lumi¢re d’une métrique lorentzienne g de T2 donnent
deux feuilletages transverses F et G. A un revétement d’orientation
pres, il est possible de supposer, ce que nous ferons dans la suite, que
ces deux feuilletages sont orientés (et donc aussi transversalement ori-
entés). On dit qu’une métrique g1 est conforme a g s'il existe un C*-
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difféomorphisme h de T? tel que h*g; = kg ol k est une fonction qui
n’est a priori que C1. On voit que se donner la classe conforme de g re-
vient & se donner la paire (F, G) & C? conjugaison prés. Nous allons voir
que cette donnée, ou méme celle plus faible de (F,G) & C voire CY con-
jugaison pres, contient une information sur les propriétés de complétude
de g. Une premiere illustration de ceci réside dans la proposition bien
connue qui suit.

Avant d’énoncer cette proposition, il convient de faire la remarque
suivante, fondamentale pour le reste de cet article. Dire que la paire
(F,G) est C™ conjuguée & un produit (ce qui est toujours vrai locale-
ment avec r = 2 puisque g est C'z), revient a dire que ’on peut choisir
des coordonnées (z,y) définies globalement, que nous qualifierons de
canoniques, dans lesquelles g a pour expression:

g = f(z,y)dzdy

avec f a priori de classe C"~1. Sir > 2 les équations (EL) s’écrivent
alors:

of ,2

fr"+ =z =0 et fy"+
ox

of ,2

5@;9 =0 (%)

et les équations des géodésiques de lumiére sont ' = 0 ou ¥’ = 0.

Proposition. La complétude d’une géodésique de lumiere ne dépend que

de la classe conforme de g.

Démonstration. Choisissons (z,y) des coordonnées canoniques locales
(de classe 02). Soit o une géodésique de lumiére, on peut supposer par
exemple que ¥’ = 0. On a alors y = Cte = yg et d’apres la premiére
équation de (x): f(z,yp)r’ = Cte # 0. Par conséquent, si ¢ est un

parametre affine de o, on a:
dt = Cte fdzx.

Maintenant soit g1 = kg une métrique conforme & g ol k est une fonction
de classe C1 et > 0 sur T2. Soit #; un paramétre affine de o pour g,
on a de méme: dt; = Ctekfdx d’ou dt1/dt = Cte k tout le long de o.
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Du fait que k est encadrée par des constantes > 0, on a le résultat. O

1.4 Un exemple incomplet: le tore de Clifton-Pohl
Soit g = f(x,y)dxdy avec f(z,y) = 1/(z* + y?). La métrique lorentzi-
enne g de R?\{0} ainsi définie est invariante par homothéties.

Proposition. Les géodésiques de lumiere de g sont toutes incompleétes.

Démonstration. Soit o(f) = (z(f),y(¢)) une géodésique de lumiere, elle
est solution de (x). Vérifions par exemple que o est incompléte dans
le cas ol y = yg = Cte. Comme précédemment, si ¢ est un parametre
affine, dt = afdz ol @ = Cte # 0. Si I est un intervalle maximal de
paramétrisation et tg,t € I, orr a alors:

T_dE

qui est forcément borné du c6té ol |z| tend vers sa borne supérieure. O

Le tore de Clifton-Pohl est obtenu en quotientant (R%\{0}, g) par une
homothétie. 11 a toutes ses géodésiques de lumiere (dont 4 sont fermées)
incompletes. Il faut observer que dans cet exemple, les feuilletages de
lumiére sont deux feuilletages de Reeb transverses.

2. Nulcomplétude

2.1 Cas ou G est formé de cercles
On va se restreindre ici & 1’étude de la nulcomplétude des métriques
lorentziennes du tore T2 dont un des feuilletages de lumieére, disons G,
est formé de cercles, F est alors obtenu par suspension d’un difféomor-
phisme du cercle .

Avec ces hypotheses, T2 s’écrit comme le quotient de R x S! par

¥ (2, y) ER XS (2 +1,0(y))
et la métrique a pour expression dans le cylindre R x S
9= f(z,y)dzdy
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ot f > 0 qui n’est a priori que C! vérifie pour tout entier k:

Fz,y) = @) W) Fz + &, o (1)) (1)

Comme au § précédent, la complétude de la géodésique d’équation

x = xq, revient & la divergence des intégrales:
+o0

A F(zo,€)db

qui est assurée puisque f a une borne inférieure > 0 sur {zg} % S'. Donc
les géodésiques de G sont toutes complétes.
De méme, la complétude de la géodésique d’équation y = yg, revient
a la divergence des intégrales:
+o0

+oo 1
FEv0)dE = 3 (7% (o) /0 F(€, 0 (o)) de
k=0

la. deuxiéme expression étant obtenue grace & un changement de variable
et & I’équation d’invariance (1). Du fait que f est encadrée par des
constantes > 0 sur [0,1} X S, ceci revient encore & la divergence des

séries:
+oo

PE (o) = > (") (o) (2)

k=0
Rappelons qu’un intervalle J de S! est dit errant par ¢ si tous ses
itérés par ¢ sont disjoints. On désigne par A la mesure de Lebesgue de
st
Lemme. Si J est errant, alors pour A-presque tout y € J, on a p=(y) <
+00.

Démonstration. Si J est errant, les séries Z,fioo A(*(J)) sont con-
vergentes. Comme elles s’obtiennent en intégrant ¢* sur J, on a le
résultat. O

Si les géodésiques de F sont toutes complétes, par ce lemme, on
est assuré qu’il n’y a aucun intervalle errant par ¢ et donc que ¢ est
CY-conjugué & une rotation (cf. [G] ou [HH]).

Réciproquement, dans le cas ol le nombre de rotation p de ¢ est
irrationnel, comme ¢ est de classe C2, les séries (2) sont toujours diver-

gentes par application de I’
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Inegalité de Denjoy (cf. [H] ou [MS]). Soit ¢ un difféomorphisme de St
dont le logarithme de la dérivée a une variation totale V < +oo. Alors
si p ¢ Q et q, est la suite des dénominateurs des réduites de p, on a
Vinégalité:

eV < (ptny < eV

Si ¢ est périodique, le terme général des séries (2) est périodique,
ce qui assure leur divergence. Au total, les géodésiques qui sont dans
F sont toutes complétes si et seulement si ¢ est CO conjugué & une
rotation. On a finalement le

Théoréme. La métrique g est nulcompléte si et seulement si ¢ est Co.
conjugué a une rotation.

Remarquons pour finir que puisque les géodésiques de G sont toutes
completes, le lemme appliqué a un difféomorphisme ¢ de St avec un
seul point fixe yg tel que ¢'(yg) = 1 permet de retrouver les exemples de
métriques lorentziennes incompletes sans géodésique fermée incompleéte
donnés par A. Romero et M. Sdnchez [RS1].

2.2 Cas général
Nous allons généraliser une partie du § précédent en montrant le

Théoréme. Soil (’]1‘2,9) un tore lorentzien avec g de classe C2. Si g est
nulcompléte, alors ses feuilletages de lumiére sont CP-linéarisables.
Le lemme & démontrer est le suivant:

Lemme. Si og est une géodésique de lumiere fermée et attractive d’un
cOté, alors presque toute géodésique de lumiére o attirée par oq est in-
compléte.

Démonstration. On peut voir le demi-voisinage de og attiré par o
comme étant le domaine D = {0 < z,0 <y < yp} C R2 quotienté par
l’action de

Y, y) = (z+1,9(y))

ou maintenant ¢ n’est plus qu'une application avec p(y) < y si 0 <
y < yp ; axe Oz se projetant sur og et la métrique ayant dans D pour
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expression:
g = f(z,y)dzdy
ou f > 0 vérifie ’équation d’invariance (1) mais uniquement pour les
k > 0 puisque maintenant, seuls les itérés positifs de « sont définis.
Comme au § précédent, la complétude de la géodésique d’équation
Y = Yo, implique la divergence de la série:

o

Vo) = >_ (") (o) 2)

k=0
or les itérés de J =]p(yp), yol par ¢ sont disjoints, donc la série

ST F)
k=0

est convergente. Comme elle s’obtient en intégrant 1) sur .J, la somme
de la série (2’) converge pour presque tout yg € J. O

D’aprés ce lemme, si une métrique lorentzienne sur T2 est nul-
complete alors ses feuilletages de lumieére n’ont pas de composante de
Reeb, ce qui d’apres [Kn] (cf. [Gl]) implique qu’ils possedent une sec-
tion (une courbe fermée transverse coupant toutes les feuilles). Donc ces
feuilletages sont obtenus par suspension de difféomorphismes de classe
C? sans point périodique attractif d’un c6té par une deuxiéme applica-
tion du lemme. Un tel difféomorphisme est toujours soit périodique, soit
CY-conjugué & une rotation irrationnelle d’aprés le théoréme de Denjoy
(cf. [H], [HH], [G] ou [MS]). D’ou le théoréme.

Nous allons montrer une réciproque partielle au théoreme:

Théoréme. Soit (T2, g) un tore lorentzien avec g de classe C2. Si les
feuilletages de lumiére F et G sont Cl-linéarisables, alors g est nul-

complete.

Démonstration. Supposons que F et G soient C 1 linéarisables. Alors,
la métrique g étant de classe C2, les relevés de ces feuilletages dans
le revétement universel R? de T2 sont C? conjugués & un produit et
donc il y a des coordonnées canoniques globales (z,y) de classe C? sur
R2. La métrique s’écrit alors g = f(z,y)dzdy ol f > 0 est de classe
Cl. Le groupe fondamental T de T? agissant sur R? est un groupe
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de difféomorphismes de la forme y(z,y) = (¢1(x), p2(y)). L’hypothese
de Cl-linéarisabilité de F et G a pour conséquence que log ¢! () et
log ¢5(y) sont uniformément bornés lorsque v parcourt I'. Comme f
satisfait I’équation d’invariance:

flo,y) = 1 (x)ps(y) fe1(@), p2(y))

pour tout v € T', la fonction log f est bornée. Ceci garantit la diver-
gence des intégrales du type foioo f(&,y0)dE et prouve la complétude des
géodésiques de lumiere. [

En utilisant 1'inégalité de Denjoy comme en 2-1, on pourrait affaiblir
I’hypothese et supposer qu’un des feuilletages est C'! et I’autre seulement
CY linéarisable.

3. Complétude

3.1 Cas général

Supposons que F et G soient C2-linéarisables, alors T2 peut étre vu
comme le quotient de R? par un réseau I' de translations, la métrique
s’écrivant sur R?:

g = f(z, y)dzdy
oil f > 0 est de classe C! et T-invariante.

Proposition. La métrique lorentzienne g est compléte.

Démonstration. Les équations d'une géodésique o(t) = (x(t), y(t)) s’écri-
vent encore sous la forme (x). On note toujours I =]a,b| 'intervalle
(supposé maximal) de paramétrisation de o.

Comme log f est bornée, la complétude se démontre comme en 2-2
lorsque o est de lumiere. '

Reste le cas ol

fz'y' = Cte £0 (3)
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de (x), on obtient pour tg,t € I:

tDlog f
17t t Olog f
[?LO = ). 5y (@(), y(7))dr (5)

Montrons par I’absurde que le parameétre affine ¢ ne peut étre borné
d’aucun c6té et donc que o est complete. En effet, si ¢ était borné, du
fait que log f et ses dérivées partielles sont bornées, on obtiendrait de
(4) et (5) que |z'| et |y/| seraient bornées inférieurement par un g9 > 0.
Mais alors, comme f est aussi bornée inférieurement par un nombre
> 0, de (3) on tirerait que |z’| et |y'| seraient bornées supérieurement.
Ceci contredit la Proposition (ii) du §1-2, d’apres laquelle si o n’est pas
complete alors la vitesse ¢’ ne peut étre bornée. O

Joint au résultat ([FGH] ou [C]) qui assure que toute métrique
lorentzienne plate de T2 est compléte, on retrouve le résultat suivant
déja démontré grace a la considération de champs de Killing conformes
dans [RS2]:

Théoréme. Les métriques lorentziennes conformément plates de T2 sont

complétes.

3.2 Cas ou G est formé de cercles
Avec les mémes notations qu’en 2-1, on a le

Théoréme. i ¢ est C-conjugué ¢ une rotation, alors la métrique g est
TP

compléte.

Démonstration. On sait déja que les géodésiques de lumiere sont com-
pletes, il reste & montrer que celles qui ne sont pas de lumiere sont encore
complétes. L’hypothese ¢ est Cl-conjugué & une rotation revient 3 dire
(cf. [H]):

")

sup(p”)’ < +o0.

kez

Ceci par I’équation d’invariance (1) a pour conséquence que log f est
borné.
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Si z ne tend pas vers l'infini, le méme raisonnement de bornitude
qu’au § précédent conduit a la complétude.

Reste le cas ol z — o0o. Soit alors la suite u,, de parameétres affines
tels que: z(un) = zg + n le théoreme des accroissements finis assure
I’existence d’une suite

trn, Up < tn < Uptl

telle que:
| = 2/ (ba) (g1 — )
du fait que log f est borné, par 1’équation (3), on a:

1
> Cted/'(t,) = Cte

Y'(tn) Un

ol l'on a posé vy, = up4+1 — uy. L’équation (5) donne alors:

-] :n "t ot yrpar

s t.

k n
Z/ +1 Blogfd7+/ 3logde
=0 Ay un Oy

Dérivant par rapport & y I’équation d’invariance (1), on obtient alors:

0lo 0lo
B L@,y = onehyy + (bY@ 228

(z+k, 0" (y))

Ay
comme on a:
k-1
log(¢*) = " log /(")
=0
k-1 Ine, 0, 1
(@) " (¥)
log(ty) = 3 L2 )
= )
il vient la majoration:
1 . n+1
< Cte sup (¢*) kv
Y'(tn) 0<k<n ;
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Donc:
1 n+1
— < Cte Z kuy,
Un k=1
n+1
< Cte(n+1) Z Uk
k=1

(e o]
ce qui force Y i a étre divergente, d’ou1 la complétude. O
k=1
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