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Abstract .  Let ~ and G the foliations by the null geodesics of some lorentzian metric 
g on the torus v 2. We analyse how geodesic completeness properties of g are related 
to the dynamics of 5 ~ and G. 

O. Introduction 
L'6tude de la compl6tude des g6od6siques d 'une vari6t6 lorentzienne 

compacte a fait l 'objet de quelques articles r6cents [GL],[K],[L1-2] et 

[RSl-2]. Darts [RS1], Romero et Sgnchez donnent diff6rents exemples de 

m6triques lorentziennes incompl6tes sur le tore "i~ 2. Ils conjecturent que 

la compl6tude des g6od6siques de lumi6re (i.e. la nulcompldtude) d'une 

vari6td lorentzienne compacte entraine sa compl6tude. Cette conjecture 

est vraie dans le cas d 'une vari6t6 lorentzienne localement sym6trique 

[L1]. Nous nous int6ressons ici h cette question sur T2 et nous retrouvons 

au passage une fagon de d6crire topologiquement les exemples donn6s 

dans [RSl] (cs 2-1). Quitte g se placer dans un rev6tement g deux 

feuillets, les g6od6siques de lumi6re d 'une m6trique lorentzienne g (qui 

sera toujours suppos6e C 2) de T 2 forment deux feuilletages transverses, 

les feuilletages de lumi&re, que nous noterons toujours Y e t  ~. 

Dans le cas particulier o~t G est form6 de cercles, le feuilletage Y est 

obtenu par suspension d 'un diff6omorphisme du cercle ~ (de classe C2). 

Notre r6sultat essentiel est que, dans ce cas particulier, g est nulcomp16te 

si et seulement si ~ est C~ g une rotation (th6or6me 2-1) et 

g est complSte si la conjugaison est C 1 (th6or6me 3-2). Un th6or~rne 
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remarquable d 'Herman [HI assure que pour presque tout  hombre de 

rotation de ~ la C~ est en fait de classe C 1. On obtient 

ainsi que, dans le cas particulier oh ~ est form~ de cercles, la conjecture 

de Romero et Ss est "g~n~riquement vraie" au sens de la th~orie de 

la mesure. Cependant,  il nous semble qu'une m~trique g correspondant 

un exempIe d 'Arnold (cs [H] et [MS]) de diffSomorphisme ~ qui est 

C O mais non CLconjugu6 (hi m~me absolument continfiment conjugu~) 

'~ une rotat ion pourrait  ~tre un bon candidat  pour un contre-exemple 

cette conjecture. 

Dans le eas g6nSral, nous montrons que si g est nulcomplSte, alors 

et ~ sont C~ et qu'on a une r~ciproque partielle en rem- 

pla~ant C O par Cl-lin~arisables (2-2). Si 9 c et 6 sont C2-1in~arisables, 

alors g est complSte. Par  [C] ou [FGH], c'est le cas si g est (globalement) 

conform~ment plate (th~or~me 3-1 d~js d~montr~ dans [RS2]). 

1. G~n~ral i t~s  

On se r~f~rera pour tout  ce w au livre de O'Neill [0]. 

1.1 Equations des g6od6siques 

Soit (M, g) une vari6t6 lorentzienne de dimension 2 qui sera toujours 

suppos6e de classe au moins C 2. Ecrivons g = udx2 + vdxdy + wdp 2 

dans des coordonn6es locales (x, y). Une g6od6sique de g est une courbe 

param6tr6e a(t) = (x(t),v(t)) rendant  critique l'int6grale d'"6nergie" 

f g(a') dt o6 or' = dcr/dt. Cette  condition est satisfaite en demandant  

que 

L = 9(o-') = u(x, y)x '2 + v(x, y)x'y' + w(x, y)y,2 

v~rifie les ~quations d'Euler-Lagrange: 

OL d OL OL d OL 
- 0 et - 0 ( E L )  

Ox dt Ox' Oy dt Oy' 

Un paramStre t rSsultant de ces ~quations est dit affine et si I = 

]a,b[ (a < b), l 'intervalle de param6trisat ion de a, est maximal, on 

dit quecr  est une gdoddsique maximale. Si I =] - co, +eel, on dit que 

est complete. La m6trique g est (g~od~siquement) complete si route 
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COMPL~;TUDE DES MI~TRIQUES LORENTZIENNES DE ~22 225 

g~od~sique maximale est complete. Tout au long de or, on a 9(~') = 

c = Cte; s i c  = 0, on dit que a est une gdoddsique de lumiSre (ou nuUe 

ou isotrope). La m~trique g est dite nulcompl~te si toute  g6od6sique 

maximale de lumi~re est complSte. 

1.2 Relation avec une m6trique riemannienne auxiliaire 9R 

Soit (M,9) une vari6t~ lorentzienne et cr une g6od6sique maximale. 

On notera s u n  param~tre de cr donn~ par la longueur d 'arc au sens 

d 'une mgtrique riemannienne auxiliaire gR sur M e t  IR l'intervalle de 

paramfitrisation correspondant.  On continuera cependant  de noter or' = 

&r/dt la d6riv~e de c~ par rappor t  ~ un parambtre  affine t. 

Proposition. Si M est compacte alors: 
(i) zR =] - 

(ii) Si 9R(a') est bornd, aIors c7 est complete. 

D~monstrafion, 

(i) Soit SRM le fibr~ unitaire tangent  de (M, gR). Les g6od~siques maxi- 

males de 9 se rel~vent dans la vari~t6 compacte  SRM pour donner un 

feuilletage de dimension 1 dont les feuilles pour  la mStrique relev5e 

de gR se param~trent  par longueur d 'arc de - o o  g +oo. M~me chose 

en reprojetant  sur M.  

(ii) L'intervalle (maximal) de param6tr isat ion affine de ~ ~tant toujours 

not4 1 =]a, b[ et to E 1 4rant la valeur du param~tre affine correspon- 

dant  g s = 0, on a 

fo +~ ds b - to = 9R(~7)1/2 

donc si 9R(cr') est born6, b = +oc. De m6me, a = - o c .  [] 

1.3 Classe conforme d'une m6trique lorentzienne de [F 2 

Les directions de lumi~re d 'une In~trique lorentzienne 9 de ~22 donnent  

deux feuilletages transverses 5 c et G. A un rev~tement &orientat ion 

pros, il est possible de supposer,  ce que nous ferons darts la suite, que 

ces deux feuilletages sour orient ,s  (et donc aussi t ransversalement ori- 

entfis). On dit qu 'une m~trique 91 est conforme ~ 9 s'il existe un C 2- 
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diff6omorphisme h de T 2 tel que h'g1 = kg oh k est une fonction qui 

n'est  a priori que C 1. On voit que se donner la classe conforme de g re- 

vient s se donner la paire (5 c, G) ~ C 2 conjugaison pr~s. Nous allons voir 

que cette donn6e, ou m~me celle plus faible de (5 c, G) ~ C 1 voire C O con- 

jugaison prhs, contient une information sur Ies propri~t~s de compl6tude 

de g. Une premiere illustration de ceci r6side dans la proposit ion bien 

connue qui suit. 

Avant  d'6noncer cet te  proposition, il convient de faire la remarque 

suivante, fondamentale pour le reste de cet article. Dire que la paire 

(b r ,  G) est C r conjugude ?~ un produit  (ce qui est toujours  vrai locale- 

ment  avec r = 2 puisque g est C2), revient ~ dire que l 'on peut  choisir 

des coordonn6es (x, y) ddfinies globalement, que nous qualifierons de 

canoniques, dans lesqueltes g a pour expression: 

g = f ( x ,  y )dxdy  

avec f a priori de classe C r-1. S i r  >_ 2 les 6quations (EL)  s'~crivent 

alors: 

Of ,2 fy , ,  Of  ,2 
f x "  + Ux �9 = o  et + = o  (,) 

et les ~quations des gdod6siques de lumi~re sont x ~ = 0 ou y' = O. 

Proposi t ion.  La compldtude d'une gdoddsique de lumi~re ne d@end que 

de la classe conforme de g. 

D6monstrat ion.  Choisissons (x, y) des coordonn6es canoniques locales 

(de classe C2). Soit ~r une gdoddsique de lumibre, on peut  supposer par 

exemple que y~ = 0. On a alors y = Cte = Yo et d'apr~s la premiere 

6quation de (.):  f ( x ,  yo)x' = Cte ~ O. Par  cons6quent, s i t  est un 

param~tre affine de or, on a: 

dt = Cte  f dx. 

Maintenant  soit 91 = kg une m6trique conforme ~ g oh k est une fonction 

de classe C 1 et > 0 sur "r 2. Soit t l  un param~tre affine de a pour  gl,  

on a de m~me: dr1 = Cte  k f d x  d'oh d t l / d t  = Cte  k tout  le long de or. 
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Du far que k est encadr~e par des constantes > O, on a le r~sultat. [] 

1.4 Un exemple incomplet: le tore de Clifton-Pohl 
Soit g = f ( x ,  y)dxdy avec f ( x ,  y) = 1/(x 2 + y2). La m6trique lorentzi- 

enne g de JR2\{0} ainsi dSfinie est invariante par homoth6ties. 

Proposition. Les gdoddsiques de lumi~re de g sont routes incompI~tes. 

D6monstration. Soit ~(t) = (x(t), y(t)) une g~od~sique de lumi~re, elle 

est solution de (,).  V~rifions par exemple que cr est incomplSte dans 

le cas oh y = YO = Cte .  Comme pr~c6demment, s i t  est un param~tre 

atfine, dt = c~fdx o~t c~ = Cte r 0. Si I e s t  un intervalle maximal  de 

paramStrisation et to, t E I,  on" a alors: 

fx x d~ 
t - t o  = 0 + y 0  2 

qui est forc6ment bornd du cStd off Ix I tend vers sa borne sup~rieure. [] 

Le tore de Clifton-Pohl est obtenu en quot ientant  (JR2\{0}, g) par une 

homoth~tie. I1 a toutes ses g~od~siques de lumi~re (dont 4 sont ferrules) 

incompl~tes. I1 faut observer que dans cet exemple, les feuilletages de 

lumi~re sont deux feuilletages de Reeb transverses. 

2. Nulcompl6mde 

2.1 Cas off ~ est form~ de cercles 

On va se restreindre ici s l '~tude de la nulcomplStude des m~triques 

lorentziennes du tore T 2 dont un des feuilletages de lumi~re, disons 9, 

est form~ de cercles, 5 est alors obtenu par suspension d 'un  diff~omor- 

phisme du cercle ~. 

Avec ces hypothSses, T 2 s'ficrit comme ie quotient de R x S 1 par 

7: (x, y) E IR x gl  ~_~ (x + 1, ~(y)) 

et la m6trique a pour expression dans le cylindre IR • gl:  

g = f ( x ,  y)dxdy 
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oh f > 0 qui n'est a priori que C 1 v@rifie pour tout  entier k: 

f ( z ,  y) = (~k)'(y)f(x + k, pk(y)) (1) 

Comme au w pr@cSdent, la compl&ude de la g~od@sique d'@quation 

x = x0, revient s la divergence des int~grales: 

O *~ f (xo, ei~ 

qui est assur@e puisque f a une borne inf6rieure > 0 sur {x0} • ~1. Donc 

les gdoddsiques de g sont routes completes. 
De re@me, la comp16tude de la g@od@sique d'@quation y = Y0, revient 

?~ la divergence des int6grales: 

• • 1 

fo f(~,yo)d~ = ~ ( ~ - k ) ' ( y o ) f o  f(~'~-k(Yo))d~ 
k=O 

la deuxi~me expression &ant  obtenue grs ~ un changement  de variable 

et ?~ l '~quation d'iuvariance (1). Du fait que f est encadr@e par des 

constantes > 0 sur [0, 1] • ~1, ceci revient encore ?~ la divergence des 

sSries: 

e l ( y 0 )  = ~ ( P - k ) ' ( Y 0 )  (2) 
k = 0  

Rappelons qu 'un intervalle J de S 1 est dit errant par F si tous ses 

it@r@s par ~ sont disjoints. On dSsigne par A la mesure de Lebesgue de 
~1. 

Lemme.  Si J e s t  errant, alors pour A-presque tout y E J, on a r177 < 

+ C O .  

4-oo k 
D@monstration. Si J e s t  errant,  les sSries ~ k = 0  A(~ (J)) sont con- 

vergentes. Comme elles s 'obtiennent en int@grant r177  sur J ,  on a le 

r~sultat. [] 

Si les g~od@siques de 9 ~ sont toutes compl&es, par ce lemme, on 

est assur~ qu'il n 'y  a aucun intervalle errant  par ~ et donc que ~ est 

C~ ~ une rotat ion (cs [G] ou [HH]). 

R&iproquement ,  dans le cas oh le nombre de rotat ion p de ~ est 

irrationnel, comme ~ est de classe C 2, les s@ries (2) sont toujours diver- 

genres par application de 1' 
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Inegalit~ de Denjoy (cs [H] ou [MS]). Soit ~ un diffdomorphisme de ~1 

dont le logarithme de la ddrivde a une variation totale V < + ~ .  Alors 

si p ~ Q et qn est la suite des ddnominateurs des rdduites de p, on a 

l'indgalitd: 

e-V <_ (~qn), < eV. 

Si p est p~riodique, le terme g~n~ral des s~ries (2) est p6riodique, 

ce qui assure leur divergence. Au total, les g6od~siques qui sont dans 

5 c sont toutes completes si et seulement si ~ est C O conjugu4 g une 

rotation. On a finalement le 

Th~or~me.  La mdtrique g est nulcompl~te si et seulement si ~ est C O- 

conjugud d u n e  rotation. 

Remarquons pour finir que puisque les g~od~siques de G sont toutes 

completes, le lemme appliqu~ ~ un diff~omorphisme ~ de ~1 avec  un 

seul point fi• Y0 tel que P'(Y0) = 1 permet  de retrouver les exemples de 

m~triques lorentziennes incompl~tes sans g~od~sique ferm~e incomplete 

donnSs par A. Romero et M. SAnchez [RSl]. 

2.2 Gas g6n6ral 
Nous allons g6n6raliser une partie du w pr6c6dent en mont ran t  le 

Th6or4me.  Soit (T 2, g) un tore lorentzien avec g de classe C 2. Si g est 

nuleompl~te, alors ses feuiIletages de lumi4re sont C~ 

Le lemme ?~ d6montrer est le suivant: 

Lemme.  Si (70 est une gdoddsique de lumi~re fermde et attractive d 'un 

c6td, alors presque toute gdoddsique de lumi~re (7 attirde par (70 est in- 

complete. 

D~monstrat ion.  On peut  voir le demi-voisinage de (70 attir~ par (7o 

comme ~tant le domaine D = {0 < x, 0 < y _< Yo} C R 2 quotient~ par 

Faction de 

~(x, y) = (x + 1, ~(y)) 

off maintenant  ~ n'est plus qu'une application avec ~(y) < y si 0 < 

Y -< Y0 ; l 'axe Ox se projetant  sur (7 0 et la m~trique ayant dans D pour 
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expression: 

g = f ( x ,  y)dxdy 

off f > 0 vdrifie l '~quation d' invariance (1) mais un iquement  pour  les 

k > 0 puisque main tenant ,  seuls les it~r~s positifs de 7 sont d~finis. 

Comme au w precedent,  ]a compl~tude de la g~oddsique d '~quat ion 

Y = Y0, implique la divergence de la s~rie: 
(x) 

r = ~--~.(~k)'(Y0) (2') 
k=0 

or les it~r~s de J =]~(Y0), Y0[ par  ~ sont disjoints, donc la s~rie 
oo 

k=0 

est convergente. Comme  elle s 'obtient  en int~grant r sur J ,  la somme 

de la s~rie (2') converge pour  presque tout  Y0 E J .  [] 

D'apr~s ce lemme, si une m~trique lorentzienne sur ~2 est nul- 

compl~te alors ses feuilletages de lumi~re n'ont pas de composante de 

Reeb, ce qui d'apr~s [Kn] (cf. [GI]) implique qu'ils poss~dent une sec- 

tion (une courbe ferrule transverse coupant routes les feuilles). Donc ces 

feuilletages sont obtenus par suspension de diff~omorphismes de classe 

C 2 sans point p~riodique attractif d'un c6t5 par une deuxi~me applica- 

tion du lemme. Un tel diff6omorphisme est toujours soit p~riodique, soit 

C~ ~ une rotation irrationnel]e d'apr~s ]e th~or~me de Denjoy 

(cs [H], [HH], [G] on [MS]). D'ofl le th~or~me. 

Nous allons montrer une r~ciproque partielle au th6or~me: 

Th~or~me.  Soit (~2, g) un tore lorentzien avec g de classe C 2. Si les 

feuilletages de lumi~re ~ et G sont cl-lindarisables, alors g est nul- 

complete. 

D6monst ra t ion .  Supposons que 9 v e t  ~ soient Cl-lin6arisables. Alors, 

la m~trique g ~tant de classe C 2, les relevds de ces feuilletages dans 

le revStement universel ]~2 de ~-2 sont C 2 conjugu~s ~ un produi t  et 

donc il y a des coordonndes canoniques globales (x, y) de c]asse C 2 sur 

1~2. La m~trique s'dcrit a]ors g = f ( x ,  y)dxdy off f > 0 est de classe 

C 1. Le groupe fondamenta l  F de :F 2 agissant sur ~2 est un  groupe 
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de diff6omorphismes de la forme 7(x, y) = (gpl(X), gP2(Y)). L'hypoth~se 

de Cl-lin6arisabilit6 de S et g a pour cons6quencs que log ~ ( x )  et 

logio~(y) sont uniformfment  born6s lorsque 7 parcourt r .  Comme f 

satisfait l '6quation d'invarianee: 

f (x, y) = ~'l (X)~'2(y) f (~l (x), ~2(Y) ) 

pour tout  7 E F, la fonction log f est bornde. Ceci garantit la diver- 

gence des int6grales du type f ~  f(~, yo)d~ st prouve la compl6tude des 

g6oddsiques de lumi~re. [] 

En utilisant l'in6galit6 de Denjoy comme en 2-1, on pourrait  affaiblir 

l 'hypoth~se et supposer qu 'un des feuilletages est C 1 st l 'autre seulement 

C o lin6arisable. 

3. Compltmde 

3.1 Cas g6n6ral 
Supposons que b c et g soient C2-1in6arisables, alors ~2 peut  6tre vu 

comme le quotient de R 2 par un r6seau F de translations, la m6trique 

s'6crivant sur R2: 

g = f (x ,y )dxdy  

oh f > 0 est de classe C 1 et F-invariante. 

Proposition. La mdtrique lorentzienne g est complete. 

D6monstration. Les 6quations d 'une gtod~sique a(t) = (x(t), y(t)) s'dcri- 

vent encore sons la forme (,). On note toujours I =]a, b[ l'intervalle 

(suppos6 maximal) de param5trisation de or. 

Comme log f est born6e, la compl~tude se d6montre comme en 2-2 

lorsque ~ est de lumi~re. 

Reste le cas oft: 

f x ' y '  = Cte ~ 0 (3) 
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de (*), on obtient pour to, t E I: 

[x;1 ]tto = f l  Ologfox (x('r),y(~-))d~- (4) 

Montrons par l 'absurde que le param~tre affine t ne peut  @tre born@ 

d 'aucun cSt@ et donc que (7 est complSte. En effet, s i t  @tait born@, du 

fair que log f et ses d@riv@es partielles sont born@es, on obtiendrait  de 

(4) et (5) que Ix'l et lY'I seraient born@es inf@rieurement par un sO > 0. 

Mais alors, comme f est aussi born@e inf@rieurement par un hombre 

> 0, de (3) on tirerait  que Ix'l et lY'[ seraient bornTes sup@rieurement. 

Ceci contredit la Proposition (ii) du w d'apr~s laquelle si (7 n'est pas 

complete alors la vitesse a '  ne peut  @tre born@e. [] 

Joint au r@sultat ([FGH] ou [C]) qui assure que toute m@trique 

lorentzienne plate de T 2 est complete, on retrouve le r@sultat suivant 

d@j~ d@montr@ grace ~ la consid@ration de champs de Killing conformes 

dans [RS2]: 

Th@orTme. Les mdtriques lorentziennes conformgment plates de T 2 sont 

completes. 

3.2 Cas off G est form@ de cercles 

Avec les re@rues notations qu'en 2-1, on a l e  

Th@or@me. Si ~ est C 1-eonjugud ~ une rotation, alors la mdtrique g est 

complete. 

D@monstration. On salt d@js que les g@od@siques de lumi~re sont com- 

plates, il reste s montrer  que celles qui ne sont pas de lumi~re sont encore 

completes. L'hypoth~se p e s t  Cl-conjugu@ ~ une rotat ion revient ~ dire 

(d [HI): 
sup(~k) ' < +oo. 
kEZ 

Ceei par l'@quation d'invarianee (1) a pour eonsTquenee que log f est 

born& 
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S i x  ne tend pas vers l'infini, le m~me raisonnement de borni tude 

qu 'au w p%c6dent conduit  & la complStude. 

Reste  le cas off x -~ ec. Soit alors la suite un de param~tres affines 

tels que: x ( u ~ )  = xo  + n l e  th~or~me des accroissements finis assure 

l 'existence d 'une suite 

tn ,  Un < tn  < Ztn+l 

telle que: 

1 = X' ( tn ) (Un+ 1 -- un)  

du fait que log f est born5, par l '6quation (3), on a: 

1 C t e  
- -  > C t e x ' ( t ~ )  - 
y ' ( t n )  - -  vn 

off l 'on a pos6 Vn = Un-~-I - Un. L'6quation (5) donne alors: 

( , tn  

k=O % n Oy 

0 log f 

Oy 

comme on a: 

D6rivant par rappor t  & y l '6quation d'invariance (1), on obtient alors: 

- - ( x ,  y) = (log(g~k)') ' + ( ~ k ) ' ( y ) ~ - ~ ( x  + k, ~k(y)) 
u y  

k-1 
log(~k) ' = ~ log ~'(~*) 

/=0 
k-1 

0og(~k)') ' =  ~ (~z),~,,(~) 
z=o ~ ' (~)  

il vient la majoration: 

1 n+] 
- -  < Cte sup (~k), ~ kvk 
y ' ( t ~ )  - 0<k<n k=l 
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Donc: 
1 n + l  

- -  <_ Cte ~ kVk 
Vn k = l  

n + l  

< C t e ( n + l )  E v k  
k= l  

ce qui force ~ Vk ~ @tre divergente, d'oh la compl4tude. [] 
k----1 
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